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(NGAØY THI: 30/12/2014) 

Baøi 1:  (4 ñieåm)  

1) Cho phöông trình 
2

ax bx c 0    coù caùc heä soá a, b, c laø caùc soá nguyeân leû. Chöùng minh raèng 

neáu phöông trình coù nghieäm thì caùc nghieäm aáy khoâng theå laø soá höõu tæ. 

2) Tìm m ñeå phöông trình sau coù 4 nghieäm phaân bieät  4 2

mx m 3 x 3m 0    . 

Baøi 2: (4 ñieåm)  

1) Giaûi phöông trình sau: 
x 3

x 2 x 1 x 2 x 1

2


         (2 ñieåm) 

2) Giaûi heä phöông trình : 

  
  

2 2

2 2

x y x y 15

x y x y 3

   


  

  (2 ñieåm) 

Baøi 3: ( 4 ñieåm) 

1) Cho a, b, c > 0. Chöùng minh:  
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc

  
     

(1,5 ñieåm) 

2) Tìm nghieäm nguyeân cuûa phöông trình sau:  2 2

x 17y 34xy 51 x y 1740      (1,5 ñieåm) 

3) Tìm a, b ñeå  
2

ax b
y

x 1





 coù giaù trò nhoû nhaát laø -1 vaø coù giaù trò lôùn nhaát laø 4. (1 ñieåm) 

Baøi 4: (2 ñieåm) Cho tam giaùc ABC nhoïn noäi tieáp ñöôøng troøn (O;R). Caùc ñöôøng cao BM, CN caét 

nhau taïi H. Goïi K laø trung ñieåm cuûa AH. Goïi I laø giao ñieåm cuûa AH vaø MN. Chöùng minh I laø tröïc 

taâm cuûa BKC .    

Baøi 5: (4 ñieåm)  Cho tam giaùc nhoïn ABC noäi tieáp ñöôøng troøn (O) vaø ñieåm M di chuyeån treân ñöôøng 

troøn (O). Goïi 
1 1 1

A ,B ,C  laàn löôït laø caùc ñieåm ñoái xöùng cuûa M qua caùc caïnh BC, AC, AB. Chöùng 

minh raèng:  

1) Ba ñieåm
1 1 1

A ,B ,C  thaúng haøng.    (2 ñieåm) 

2) Ñöôøng thaúng chöùa 
1 1 1

A ,B ,C  luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh khi M di chuyeån. (2 ñieåm) 

Baøi 6: (2 ñieåm) Cho hình bình haønh ABCD coù goùc A nhoïn (AB < AD). Tia phaân giaùc cuûa goùc BAD 

caét BC taïi M vaø caét DC taïi N. Goïi K laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc MCN.  Chöùng minh 

töù giaùc BKCD noäi tieáp. 

 

   HEÁT      
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Baøi 1:  (4 ñieåm)  

1) Cho phöông trình 
2

ax bx c 0    coù caùc heä soá a, b, c laø caùc soá nguyeân leû. Chöùng minh raèng 

neáu phöông trình coù nghieäm thì caùc nghieäm aáy khoâng theå laø soá höõu tæ. (2 ñieåm) 

Do a, b, c laø 3 soá nguyeân leû neân ta ñaët: a 2m 1;b 2k 1;c 2n 1       vôùi k,m,n Z   

Giaû söû phöông trình coù nghieäm höõu tæ thì: 
2

b 4ac    phaûi laø soá chính phöông leû (do b leû vaø 

4ac laø soá chaün). 

 
2

2

2t 1 b 4ac            
2 2

2k 1 2t 1 4 2m 1 2n 1         

      4k k 1 4t t 1 4 2m 1 2n 1       : voâ lí vì veá traùi laø soá chia heát cho 8 coøn veá phaûi khoâng 

chia heát cho 8. 

Do ñoù phöông trình coù nghieäm thì caùc nghieäm aáy khoâng theå laø soá höõu tæ. 

2)  Tìm m ñeå phöông trình sau coù 4 nghieäm phaân bieät  4 2

mx m 3 x 3m 0    . (2 ñieåm)  

   4 2

mx m 3 x 3m 0   1     

Ñaët  2

t x ,phöông trình 1  trôû thaønh:     2

mt m 3 t 3m 0   2     

 a m;b m 3 ;c 3m      

   
2

2 2 2 2

b 4ac m 3 4m 3m m 6m 9 12m 11m 6m 9                  

Theo ñònh lí Vi-et, ta coù: 

1 2

1 2

b m 3
S t t

a m

c 3m
P t t 3

a m

 
    


    


 

Ñeå phöông trình (1) coù 4 nghieäm phaân bieät thì phöông trình (2) coù 2 nghieäm döông phaân bieät 

 

2

m 0
m 0a 0

11m 6m 9 0
0 3 108 3 108 3 108

m m 0m 3
0 11 11 11S 0

m
m 0 hay m 3P 0

3 0 luoân ñuùng

 
   
             

         
  

    

 

Vaäy 
3 108

m 0

11

 
   thì phöông trình (1) coù 4 nghieäm phaân bieät. 

Baøi 2: (4 ñieåm)  

1) Giaûi phöông trình sau: 
x 3

x 2 x 1 x 2 x 1

2


         (2 ñieåm) 

x 3
x 2 x 1 x 2 x 1

2


            (ñieàu kieän: x 1  ) 
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2 2

x 3
x 1 1 x 1 1

2

x 3
x 1 1 x 1 1

2

x 3
x 1 1 x 1 1  

2


      


      


      

 

TH1: x 1 1 0 x 2     . Khi ñoù phöông trình trôû thaønh:  

   

 
 

2
2

2

x 1 0 x 1x 3
x 1 1 x 1 1 4 x 1 x 3

2 x 10x 25 016 x 1 x 3

x 1

x 5 nhaän     

x 5 0

      
            

     

 
  

 

 

TH1: x 1 1 0 1 x 2      . Khi ñoù phöông trình trôû thaønh:  

 

 
x 3

x 1 1 x 1 1 x 3 4 x 1 nhaän

2


            

 Vaäy S 1;5  

2) Giaûi heä phöông trình : 

  
  

2 2

2 2

x y x y 15

x y x y 3

   


  

   (2 ñieåm) 

Ta coù: 

  
  

     
  

     

  

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

x y x y 15 x y x y 5 x y x y x y 5 x y x y 0

x y x y 3 x y x y 3 x y x y 3

                       
            

 

  
  

   

  

  
 

  
 

  
 

2 2

2 2

2 22 22 2

2 2

x y

 I

x y x y 3

x y 2x 5xy 2y 0 x y x 2y 2x y 0 x 2y

       II

x - y x - y 3x y x y 3x y x y 3

y 2x

 III

x y x y 3

  


  


            
     

       

 
   

 

Giaûi heä  (I) 

       2 2

x y x y

y y 0 3 vo â líx y x y 3

      
 

      

 

Giaûi heä (II) 

     2 2 2 2 3

x 2y x 2y x 2y x 2

x y x y 3 2y y 4y y 3 y 13y 3

        
     

         

 

Giaûi heä  (III)

     2 2 2 2 3

y 2x y 2x y 2x x 1

x y x y 3 x 2x x 4x 3 y 23x 3

        
     

         

 

Vaäy nghieäm cuûa heä phöông trình laø 
x 2 x 1

 hay 

y 1 y 2
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Baøi 3: ( 4 ñieåm) 

1) Cho a, b, c > 0. Chöùng minh:  
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc

  
     

        (1,5 ñieåm) 

Ta coù:  

        

   
 

 

2
2 2 2 2 3 3

3 3 3 3

3 3

a b 0 a ab b ab a b a ab b ab a b a b ab a b

1 1
a b abc ab a b abc a b abc ab a b c  1

a b abc ab a b c

               

             
   

 

Cmtt, ta coù:  

 
 

 
 

3 3

3 3

1 1
 2

b c abc bc a b c

1 1
  3

c a abc ca a b c




   

 
    

 

Coäng veá theo veá (1), (2), (3), ta coù: 

     3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1

a b abc b c abc c a abc ab a b c bc a b c ca a b c

    
           

 

 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

1 1 1 c a b

a b abc b c abc c a abc abc a b c

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc

 
   

       

   
     

 

2) Tìm nghieäm nguyeân cuûa phöông trình sau:  2 2

x 17y 34xy 51 x y 1740      (1,5 ñieåm) 

 2 2

x 17 y 2xy 3 x y 1740       
  

Do x nguyeân neân x coù daïng: x 17k r    vôùi  r 0,1,2,3,4,5,6,7,8   vaø k Z   

         2

x 17n,17n 1;17n 4,17n 9,17n 8,17n 2,17n 15,17n 13  vôùi  n Z 

Ta thaáy raèng veá phaûi laø 1740 khi cho cho 17 coù soá dö laø 6. Trong khi ñoù veá traùi khi chia cho 17 

trong moïi tröôøng hôïp ñeàu khoâng coù soá dö laø 6. Vaäy phöông trình ñaõ cho khoâng coù nghieäm 

nguyeân. 

 

3) Tìm a, b ñeå  
2

ax b
y

x 1





 coù giaù trò nhoû nhaát laø -1 vaø coù giaù trò lôùn nhaát laø 4. (1 ñieåm) 

Vì   
2

ax b
y

x 1





 coù giaù trò nhoû nhaát laø -1 vaø coù giaù trò lôùn nhaát laø 4 

neân  
2

ax b
1 4 , a,b

x 1


   


 

2
2

2
2

2 2
2

2

a aax b
x b 1 0  , a,b1 , a,b

2 4x ax b 1 0  , a,bx 1
 

ax b 4x ax b 4 0 , a,b a a4 , a,b
2x b 4 0 , a,b

x 1
4 16
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2 2 2

2 2

a a a
b 1 0 5 0

a 4 a 4 a 44 4 16
 hay 

b 3 b 3 b 3a a
b 4 0 b 1 0

16 4

 
                

       
            

  

 

Vaäy 
a 4 a 4

 hay 

b 3 b 3

   
 

  
 thì 

2

ax b
y

x 1





 coù giaù trò nhoû nhaát laø -1 vaø coù giaù trò lôùn nhaát laø 4 

Baøi 4: (2 ñieåm) Cho tam giaùc ABC nhoïn noäi tieáp ñöôøng troøn (O;R). Caùc ñöôøng cao BM, CN caét 

nhau taïi H. Goïi K laø trung ñieåm cuûa AH. Goïi I laø giao ñieåm cuûa AH vaø MN. Chöùng minh I laø tröïc 

taâm cuûa BKC .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Goïi F laø giao ñieåm cuûa AH vaø BC. 

 Goïi T laø giao ñieåm cuûa BI vaø KC 

Xeùt FKN  vaø FMI , ta coù:  

 

 
NFK MFI ...

FKN FMI 2NMH

 



 


  

 FKN FMI g g  ∽  
FK FN

FM FI

    

FN.FM FI.FK   . Maø  FB.FC FN.FM FNB FCM  ∽  

Neân FB.FC FI.FK  
FB FI

FK FC

  . Maø  0

BFI KFC 90    

Neân FBI FKC ∽   IBF IKT hai  goùc töông öùng    

Maø  BIF KIT ñoái ñænh . Neân 
0

IKT KIT IBF BIF 90      

0

KTI 90   BT KC   

 

Baøi 5: (4 ñieåm)  Cho tam giaùc nhoïn ABC noäi tieáp ñöôøng troøn (O) vaø ñieåm M di chuyeån treân ñöôøng 

troøn (O). Goïi 
1 1 1

A ,B ,C  laàn löôït laø caùc ñieåm ñoái xöùng cuûa M qua caùc caïnh BC, AC, AB. Chöùng 

minh raèng:  

x

T
K

I

F

H

M

O

B C

A
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B1

C1

A1F

E

H

D

S

T

K

O
B

C

A

M
 

1) Ba ñieåm
1 1 1

A ,B ,C  thaúng haøng.    (2 ñieåm) 

Goïi S, K, T laàn löôït laø giao ñieåm cuûa 
1 1 1

MC ;MA ;MB  vôùi AB, BC, AC. 

Chöùng minh ñöôïc: S, K, T thaúng haøng. (ñöôøng thaúng Simpson) 




 



1

1

1

S laø trung ñieåm cuûa MC

K laø trung ñieåm cuûa MA

T laø trung ñieåm cuûa MB

  

Duøng ñöôøng trung bình chöùng minh ñöôïc: 
1 1 1 1

1 1 1 1

SK // C A ST // C A

KT // A B ST // A B

  
 

  

 
1 1 1 1

C A A B    

1 1 1
A ,B ,C  thaúng haøng. (1) 

2) Ñöôøng thaúng chöùa 
1 1 1

A ,B ,C  luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh khi M di chuyeån. (2 ñieåm) 

Veõ AD, BE, CF laàn löôït laø 3 ñöôøng cao cuûa ABC  caét nhau taïi H. 

Ta chứng minh ñöôïc:  
1

BHD ACB AMB AC B t / c ñoái xöùng     

1
BHD AC B     Töù giaùc 

1
AC BH  noäi tieáp  

1 1
AHC ABC ABM t / c ñoái xöùng    (1)  

Chöùng minh töông töï ta ñöôïc:  
1

AHB ACM 2   

Töø (1) vaø (2) coäng veá ta ñöôïc: 
1 1

AHC AHB ABM ACM     

0

1 1 1 1
C HB 180 C ,H,B    thaúng haøng. (2) 

Töø (1) vaø (2) suy ra: 4 ñieåm 
1 1 1

A ,B ,C ,H  thaúng haøng. Maø H coá ñònh. 

Neân ñöôøng thaúng chöùa 
1 1 1

A ,B ,C  luoân ñi qua moät ñieåm H coá ñònh khi M di chuyeån. 

Baøi 6: (2 ñieåm) Cho hình bình haønh ABCD coù goùc A nhoïn (AB < AD). Tia phaân giaùc cuûa goùc BAD 

caét BC taïi M vaø caét DC taïi N. Goïi K laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc MCN.  Chöùng minh: 

töù giaùc BKCD noäi tieáp. 
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K

N

M
C

A D

B

 

 Chöùng minh: töù giaùc BKCD noäi tieáp. 

Ta coù:  

 
 

DAN MAB AM laø tia phaân giaùc cuûa BAD

DAN DNA

DNA MAB hai goùc so le trong vaø AB // DN

 
 

 

 DAN  caân taïi D. 

DN DA  . Maø DA = BC (töù giaùc ABCD laø hình bình haønh). Neân DN = BC. 

Ta coù :  

 

 

 

NMC DAN BC // AC

MNC MAB AB // DN

DAN MAB ...

 









 NMC MNC   CMN  caân taïi C.  

CM CN  . Maø KM = KN (baùn kính (K)). Neân KC laø ñöôøng trung tröïc cuûa MN. 

CK MN    

Ta coù :  

BC DN
BC CM DN CN BM DC

CM CN

 
     


  

CMN  caân taïi C coù CK laø ñöôøng cao (…) Neân CK cuõng laø ñöôøng phaân giaùc cuûa CMN . 

MCK NCK    (1) 

Ta coù : KM = KC KMC  caân taïi K  KMC MCK 2    

Töø (1) vaø (2) suy ra : KMC NCK  

Maø 
0

KMC BMK NCK DCK 180     BMK DCK    

Xeùt BMK  vaø DCK , ta coù : 

BM DC

BMK DCK

KM KC

 



 


  BMK DCK c g c MBK CDK         

  Töù giaùc BKCD noäi tieáp (töù giaùc coù 2 ñænh lieân tieáp cuøng nhìn moät caïnh döôùi 2 goùc baèng 

nhau) 

    HEÁT     


